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I. Alkuin (nar. okolo 735, zem. 804)

o studoval na katedralni Skole v Yorku
* pozdéji ucitel a spravce knihovny

e uznavany vzdélanec
« 781 se v Parmé setkal s Karlem Velikym (747-814)

« pracoval na jeho dvore, povéren organizaci vzdé-
lavaciho systému, rozsirovani vzdélanosti

796 na vlastni zadost jmenovan opatem klastera
sv. Martina v Tours

* Propositiones ad acuendos iuvenes



Klasicke prevoznické ulohy

* ulohy ¢. 17,18, 19 a 20
* povazovany za Alkuinuv vynalez

* Kkulturné-historické souvislosti uloh jsou popsa-
ny v praci H. Gropp: Propositio de lupo et capra
et fasciculo cauli — On the History of River-
Crossing Problems, in P. L. Butzer, H. T. Jon-
gen, W. Oberschelp: Charlemagne and his He-
ritage. 1200 Years of Civilisation and Science in

Europe, vol. 2 Mathematical Arts, Brepols,
Turnhout, 1998, str. 31 —41.



Podstata uloh

prekonani reky v lodi¢ce, mame-li k dispo-
zici omezenou prepravni kapacitu a predem
stanovené podminky, které je tfeba dodrzet
(hmotnost prepravovaného, nebezpeci po-
Skozeni lodi, spoleCenské konvence ...)




e Alkuin formuluje ulohy jako veselé a zabav-
né hricky

* nerealnost zadani (vesluji zviratka)

* nevychovnost (vesluji zeny, resp. déti, muzi
se koukaji z brehu a vymysleji prepravni
podminky ...)




ukolem je najit jedno optimalni reSeni
tribeni logického mysleni a vytvareni strategie

reSeni vyjadreno slovné (krok za krokem po-
psana situace vznikajici na brezich)

problém nalezeni efektivniho algoritmu (na-
vod, postup, logicka metoda), ktery by byl
vSeobecné pouzitelny a srozumitelny



Dnes
* teorie grafu

— znazornéni postupu pomoci nazorného ro-
vinného grafu (resp. znazornéni vSech va-
riant)

— vhodné jen pro méné komplikované ulohy

= J. Sedlaéek: Uvod do teorie grafii, 3. vydani, Acade-
mia, Praha, 1981.

* H. Gropp: Propositio de lupo et capra et fasciculo
cauli — On the History of River-Crossing Problems, in
P. L. Butzer, H. T. Jongen, W. Oberschelp: Charle-
magne and his Heritage. 1200 Years of Civilisation

and Science in Europe, vol. 2 Mathematical Arts,
Brepols, Turnhout, 1998, str. 31-41.



 linearni programovani

— automatizace hledani algoritmu reseni

« R. Borndorfer, M. Grotschel, A. Lobel: Alcuin’s
Transportation Problems and Integer Programming,
in P. L. Butzer, H. T. Jongen, W. Oberschelp:
Charlemagne and his Heritage. 1200 Years of Civi-
lisation and Science in Europe, vol. 2 Mathematical
Arts, Brepols, Turnhout, 1998, str. 379—409.



* ulohy mély asi hlubsi praktickou podstatu

— preprava vojska (materialu)
[Alexander Makedonsky, Hannibal Barka,
Julius Ceasar, Karel Veliky, ...]

— obtizny a velmi nebezpe¢ny manévr

— nosnost a konstrukce lodi

— efektivnost dopravy

— optimalizace prepravy

— rozmisténi zasob vody v pousti, paliva apod.



17. uloha

Byli tri bratri, z nichz kazdy mél sestru a méli
se prepravit pres reku. Kazdy z nich pocit’oval
touhu po sestre svych pratel. Kdyz prisli k rece,
nalezli jen malou lod’ku, v niZ se nemohli pre-
pravit vic neZ dva z nich sou¢asné. Rekni, kdo
muzes, jak se prepravili pres reku, aniz by je-
dina z nich byla poskvrnéna.

[Ma, str. 11]






Poznamka k zadani

e ze zadani nejsou zcela jasné pribuzenské
vztahy mezi osobami

* Z reSenl je patrné, Ze Zena je poskvrnéna,
ocitne-li se ve spoleCnosti muze a neni u toho
pritomen jeji bratr (pritomnost jinych zen
poskvrnéni nezabrani, ponechani samot-
nych Zen na jednom brehu nevede k jejich
poskvrnéni ...)



18. uloha

Néjaky muz mél preveézt pres reku vlka a ko-
zu a hlavku zeli a nemohl najit jinou lod’ku
nez takovou, ktera byla schopna uvézt jen dva
z nich. Bylo mu vSak narizeno, Zze ma vSechny
pievézt ipIné neposkozené. Rekni, kdo muzZes,
jak je mohl neposkozené prevézt.

[Ma, str. 11]






Poznamka k zadani

* na jednom brehu nemuze zustat koza a vlk, resp. koza
a zeli (hrozi sezrani)

* vlk a ¢lovék se snasi dobre ...?
 jak primét vika k nalodéni ...?
« vlk, koza a zeli nemohou veslovat

* uloha procestovala historii (v nékterych ucebnicich
z konce 20. stoleti)

* dnes se objevuje na internetu (navod na reSeni pomoci
baterie, dratki, Zarovek a vypinacu)



19. tloha

Muz a zZena, z nichz kazdy vazil jeden cent-
nér, maji dvé déti, které dohromady vazi také
jeden centnér, se méli prepravit pres reku.
Nalezli lod’ku, ktera nemuze unést vice nez
jeden centnér. Necht uskuteCni prepravu,
kdo muze, aniz by se lod’ka potopila.

[Ma, str. 11]



Poznamka k zadani

* v originale je uvedena jednotka hmotnosti
plaustrum

 podle [Ma] 1 plaustrum (tj. centnér) je asi
61,65 kilogramu

* hmotnost dospélého muze?



20. uloha

|\ 4 r

Jezek a jezCice majici dvé déti vazici libru se
chtéji prepravit pres reku.
[Ma, str. 11]




Poznamka k zadani

e zadani ulohy je neuplné

e pravdépodobné se jedna o pouhou slovni va-
riantu predeslé ulohy

 hmotnost dospélého jezka, resp. jezlice je
jedna jednotka, hmotnost dvou mladych je-
ZeCku je opét jedna jednotka, lod’ka maxi-
malné uveze naklad o velikosti jedné jednot-
Ky

* libra — stara rimska hmotnostni jednotka,
puvodné 273 gramu, pozdéji 327 gramu



Reseni ulohy o vlku, koze, zeli a prevoznikovi

p.k,v,z @ O
D,k

v,z @ p,k

* vyuzitim grafu




* nutno vykonat 7 cest pres reku

* Alkuin uvadi pouze jednu moznost
(odpovida leve vétvi v grafu)

 k uzlum je pripojen popis obsazeni levého
brehu na levé strané, pravého brehu na
pravé strané

* k hranam je pripojen popis obsazeni lodiCky

e graf umoznuje prehledné zachyceni prubé-
hu prepravy, ale nehodi se k hledani reseni



Prehledna tabulka

1. breh reka 2. breh
P, Vs kz | |\
vV, Z vesluje p, veze k p, kK
V,Z, P zpét vesluje p k
z vesluje p, veze v p, K, v
7z, K, p zpét vesluje p, veze k \Y
k vesluje p, veze z p,V,Z
Kk, p zpét vesluje p Vv, Z
------ vesluje p, veze k P, V. K, z




ReSeni ulohy o0 muzi, Zené a dvou détech

1. breh reka 2. breh
m,72,d,d, | | e
m, Z veslujid,, d, d,, d,
m, Z, d, vesluje zpét d, d,,
m, d, vesluje 7 d,, z,
m,d,, d, vesluje zpét d, zZ
m veslujid,, d, d,,d,, z
m, d, vesluje zpét d, d,, z,
d, vesluje m m, Z, d,
d,d, vesluje zpét d, m, Z

veslujid,, d,

m, Z, dl, d2




Alkuin popisuje jednu moznost
(vySe uvedenou)

uloha ma 4 varianty reSeni (2 x 2)

muz vesluje 1x

Zzena vesluje 1x

déti vesluji spolecné 3x

kazdé dité vesluje samo 2x
1+1+3+2x2=09 cest pres reku



Uloha o tiech bratrech a tiech sestrach

e Alkuinovo reseni

Nejprve se prepravim ja se svoji sestrou a ja
se s lod’kou vratim. Pak se prepravi obé zby-
vajici sestry a moje sestra se s lod’kou vrati.
Potom se prepravi oba zbyvajici bratri a jeden
z nich se vrati i se svou sestrou, tuto necha na
brehu a prepravi se spolu se mnou. Zbyla
sestra preveze lod’ku zpét, nalozi moji sestru a
priveze ji za mnou, nacez bratr, jehoz sestra
zustala sama na pocateCnim brehu, prejede
zpét a priveze svou sestru. [Ma, str. 13]



* (B, S), kdei=1,2,3
B bratr, S sestra

* pro kazde i, j =1, 2, 3 plati, Ze muz B, touzi
po Zenach S;, i # )

* Cest zeny S; je poskvrnéna, je-li ve spo-
leCnosti ciziho muze bez pritomnosti svého
bratra (tj. napr. S,, B,, S, nelze)



Maciejowska bible, Codex Manesse
(prelom 13. a 14. stoleti)



1. breh reka 2. breh
(B1,S), By,S),B3,Sy) s
(B2,S,), (B3,S;) vesluji (B,,S,) (B1,5,),
B,, (B,,S,), (B3,S;) zpét vesluje B, S,
B,, B,, B; vesluji S,, S; S, S,y S5
(B, S)), B,, B; zpét vesluje S, S, S35,
By, Sy) vesluji B,, B; (B1,5,), (B3,S;)
(B, S1)s (B3,S;) zpét vesluji (B;,S;) (B2,S,),
Si, S; vesluji B,, B, B, (B,,S,), B,
Si5 S5, S5 zpét vesluje S, B,, B,, B;,
S, vesluji S,, S; B,, (B,,S,), (B3,S;)
B, Sy zpét vesluje B, (B,.S,), (B;,S;)

vesluji (B,,S,)

(B1,S)), (B,S,), (B3,S5)




Alkuin popisuje jen jednu mozZnost (vyse
uvedenou)

uloha ma 54 variant reSeni (3x3x2x3)
nutno 11 cest pres reku

vesluji dvojice Zen
vesluje i jedna Zena



K. Macak: Tii stiedovéké sbirky matematickych
uloh, edice Déjiny matematiky, sv. ¢. 15, Pro-
metheus, Praha 2001, 101 stran.



II. Claude Gaspard Bachet de Méziriac
(1581-1638)

e francouzsky mate-
matik, basnik, jazy-
kovédec a spisovatel

* milovnik aritmetiky
a znalec anticke ma-
tematiky

* radny Clen parizske
akademie véd




* 1621 vydal vlastni latinsky
preklad Diofantovy Aritmetiky

[Diophanti Alexandrini arith-
meticorum libri sex ...]

vydani proslavil P. Fermat,
(poznamky na okrajich,
Velka Fermatova véta)




* 1612 vydal knizku Problemes plaisans et
delectables, qui se font par les nombres ...

[Prijemné a delikatni problémy délané s Cisly]

— Lyon, 1612; nova vydani: Lyon, 1624,
Pariz 1876 a 1879

— prekladana do mnoha jazyku

— ulohy prevzal a citoval W. W. Rouse

Ball (Mathematical Recreations and
Essays)



PROBLEMES

PLAISANS ET

delettables,qui {e font par
les nombres:

Partie vecueillis de diners anthewrs, e inuentez
de nounean anec lewy demonflration,

PAR CLAVDE GASPAR BACHET
S pe MeEziRriAcC,

Tres-wtiles pour toutes firtes de perfonnes curienfes.
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Chez Pierre Rigaud,en rué Merciere,au coing de
ruc Ferrandiere,a I'enfcigne de la Fortune.

——————

M. D CXTI I.

dstec Priu:IEge de [ Authenr,

e aritmetické a algebraicke

hricky, karetni a pocetni
triky, prevoznické ulohy,
magickeé Ctverce, Josefov-
ska uloha, problémy vaze-
ni, prelévani tekutin

témér zadné geometrické
hricky

* inspirace: Alkuin, Fibona-

cci, Moschopoulos, Tarta-
glia



Modifikace prevoznické ulohy

* Rota vojakii se musela prepravit na druhy
breh reky, ale most byl zboren a brod ne-
existoval. U brehu si hrali dva chlapci v ¢lu-
nu, kterym se mohl prepravit nejvyse jeden
dospély cClovék nebo dvé déti. Jak se rota
pomoci tohoto Clunu prepravila na druhy
breh reky?

[ Ko, str. 137]



— oy
e
e
..

Oxus (Amu Darja) — Afghanistan




e ReSeni

Chlapci se prepravi na druhy breh, jeden z nich
tam zustane a druhy se vrati s Clunem. Pak se
prepravuje jeden vojak a posila zpét v Clunu
druhého chlapce. Potom opét jedou na protileh-
ly breh (kde je uz jeden vojak) oba chlapci atd.,
dokud se neprepravi cela rota.

| Ko, str. 137]



1. breh reka 2. breh
rota, ch,,ch, | | T
rota vesluji ch,, ch, ch,, ch,
rota, ch, zpét vesluje ch, ch,
rota — 1, ch, vesluje v, v, chy
rota—1, ch,, ch, | zpét vesluje ch, \2

rota — 1 vesluji ch,, ch, v, ¢hy, ch,
rota — 1, ch, zpét vesluje ch, vy, Chy

rota — 2, ch, vesluje v, Vs Vy, Chy
rota — 2, ch,, ch, | zpét vesluje ch, Vis V,




* Méziriac slovné popisuje prvni krok reSeni
(prepravu prvniho vojaka)

 nutno vykonat 4 cesty pres reku, aby byl
prepraven 1 vojak

 vesluji oba chlapci
* vesluje i kazdy chlapec sam



A. G. Konforovi¢: Vyznamné matematické
ulohy, SPN, Praha, 1989.



II1. Luca Pacioli (asi 1445 az po 1515)

o italsky renesancni matematik, univerzitni
profesor, prekladatel a autor nékolika spisu

 Pacioliho matematickéeé dilo:

*» nevelky traktat o aritmetice nazvanym Trac-
tatus Mathematicus ad Discipulos Perusinos

*+ monumentalni témér Sestisetstrankova mate-
maticka encyklopedie Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et proportionalita ...



** komentovany pieklad slavnych Eukleidovych Zakladii
(tisk 1509)

*»kniha De divina proportione (tisk 1509)

¢ spis De viribus quantitatis
(sepsan mezi roky 1496 az 1508)

s spis De ludo scacchorum
(sepsan mezi roky 1496 az 1508)



Jacopo de Barbari: Luca Pacioli, 1495
Pacioli, Guidobaldo, tabulka, ukazovatko, rysovaci pomucky (kruzitko,
pravitko, inkoust, odpichovatko, bryle (?)), De Divina Proportione (Cervena),
Eukleidovy Zdklady (oteviend), dvanactistén, rhombicubooctahedron (zavésSen)



Struc¢né hodnoceni De viribus quantitatis

— jedna z prvnich praci o rekreaCni matematice,
,magickych efektech®, ,,védeckych* pokusech, hric-
kach a hratkach

— sbirka pro tribeni rozumu, vzdélavani a zabavu

— vyklad matematiky na zabavnych prikladech

— autor dava nejenom texty uloh a jejich reSeni, ale téz
navody, jak hriCky tvorit

— motivace (pribéhy ze zivota) a komunikace (obraceni
se na Ctenare)

Cil

— vzbudit zajem o matematiku

— demystifikovat triky, hlavolamy a hricky
— ukazat silu rozumu a krasu matematiky



— rukopis ulozen v kodexu ¢. 250, knihovna Universita
degli Studi di Bologna

— 24 x 16,5 cm, 309 listu (614 stranek, 98 obrazki)

— sepsan mezi lety 1496 az 1508
— nejpravdépodobnéji 1497
— odkazy na spolupraci s Leonardem da Vinci

— v dedikaci (2 stranky) je uvedena rada jmen, prav-

dépodobné vénovan Francescovi Gonzagovi a Isa-
belle d’Este



— dilo zustalo v rukopise a bylo pristupné jen né-
kolika malo u¢encim

— ,,znovu objeveno* v 19. stoleti

Tiago Wolfram Nunes Dos Santos Hirth (2015)

— pozoruhodna disertacni prace Luca Pacioli and his
1500 book De Viribus Quantitatis (disertacni prace,
Faculdade de Cieéncias, Universidade de Lisboa,
2015, 140 stran)

— rozbor vSech tri ¢asti doplnény poznamkami, obraz-
ky, odkazy ...



LUCA PACIOLI

DE VIRIBUS
QUANTITATIS

‘RaccorTA:
VINCIANA:

-

MILANO - CASTELLO SFORZESCO
MCMXCVII

prepis rukopisu

kodex 250
knihovna Universita degli
Studi di Bologna)

Maria Garlaschi Peirani
1997



Obsah

aritmetika, algebra, geometrické Kkonstrukce, re-
kreaCni matematika, pocetni a geometrické hricky,
slovni ulohy, karetni triky, hazardni hry, hlavolamy,
logické hricky, matematické hadanky, kodovani,
»fyzikalni a technické pokusy*

Par poznamek o DVQ

Luca Pacioli

— uziva rimske cifry, indo-arabské cifry, slovni popis

— nedusledné uziva symboliku

— je znacné Kreativni pri vybéru a tvorbé tloh

— odkazuje se na predchudce (Eukleidés, Alcuin,
Fibonacci, dale na architekty, umélce ...)



Tri casti rukopisu DQV

I. Delle forze numerali cioe de aritmetica (2¥-132Y)
(resp. dele forze della quantita)

— 81 uloh ve dvou ¢astech (jedna chybi)

a) algebra — klasicka matematika
b) numerické hry a hricky — rekrea¢ni matematika

— aritmetika, algebra, teorie Cisel, kodovani



I1. Delle virtu et forza lineale et geometria
(133v-230Y)

(resp. della virtu et forza geometrica noc dignisimmi
documenti)

— 134 uloh ve dvou ¢astech

a) geometricke konstrukce — praktické navody ke
konstrukcim

b) geometrické zazraky — dnes je jiz neradime do
Skolni geometrie

— geometrie a jeji aplikace



I11. De documenti morali utilissimi (231-
309)

(resp. Documenti et proverbii merchanteschi
utilissime)

— 5 casti

— 1. a 2. ¢ast — o Cislech a useckach

— 3., 4. a 5. ¢ast — basné, prislovi, hadanky,
slovni hriCky, vtipky, zabava



Non si po dare a figlioli melior parte chi li buon
costume e porli al arte.

(Nemuzete dat détem vétSi dar, nez je naucit
dobrym zvykiim a vycvicit je v uméni [obchodu].)

Chi non ruba non fa roba.
(Kdo nekrade, nema zisk.
Cesky: Kdo nekrade, okrada rodinu.)



Faksimile

Aboca, Sansepolcro, 2009

ﬁ 1) reprodukce, 661 stran,
e 98 obrazku, 17 x 24 cm
e e
EEaay | s 2) analyza a italsky komentar, 661
Zitzmoen | EEEEEES stran, 43 obrazki, 17 x 24 cm
i dry = | T e
FEe=—g | i

— — Al 3) Anglické resumé a komentaie

4) box 27x19,5x 9,5 cm



Modifikace prevoznické ulohy
I. ¢ast, 49. az 52. priklad — ,,ulohy o dzipu*

Jeden obCan Borga ma 90 jablek, které maji byt
doruceny jeho priteli do Perugie (30 mil vzdalené).
Je najat nosicC, ktery unese pouze 30 jablek a pokud
jde s nakladem, spotrebuje 1 jablko na 1 mili. Jak to
udélat, aby donesl priteli v Perugii maximum
jablek? (49. priklad)

— dnes ,,optimalizace* rozvozu paliva, vody ...



Jak to tedy bude?



Luca Pacioli uvadi dvé reSeni

1. reSeni
3x 20 mil 1x 10 mil

90 jablek 3 x 30 jab. 30 jab. 20 jablek

vyrazi se 30 jablky, ujde 20 mil, sni 20 jablek, v misté C necha 10 jablek
a vrati se zpét, zopakuje jeSté 2x, pri treti cesté se dostane do bodu C,
kde ma 30 jablek, vezme je a vyrazi do cile, ktery je vzdalen 10 mil. Na
cestu potiebuje 10 jablek, do cile prinese 20 jablek (sni 70, prinese 20!!!)



2. reSeni
3x 10 mil 2x 15 mil 1x 5 mil

A C D B

90 jablek 60 jab. 30 jab. 25
jablek

3 x 30 jab. 2x 30 jab 1x 30 jab

vyrazi se 30 jablky, ujde 10 mil, sni 10 jablek, v misté C necha 20
jablek a vrati se zpét, zopakuje jeSté 2x, pri treti cesté se dostane do
bodu C, kde ma 60 jablek, vezme 30 jablek a dojde do bodu D, ktery je
vzdalen 15 mil, sni 15 jablek, v bodé D necha 15 jablek a vrati se zpét
do C, cestu zopakuje jesté jednou. V bodé D ma nyni 30 jablek, vezme
je a vyrazi do cile, ktery je vzdalen 5 mil. Pri cesté sni S jablek, do cile
prinese 25 jablek (sni 65, prinese 25!!!)



— dalsi ulohy jsou modifikaci podminek

Z.avér: volte lepSiho nosiCe nebo realnéjsi podminky
dopravy!!!



Klasicka prevoznicka uloha

I. ¢ast, 61. priklad
Byli tri muzi, 7 nich? kazdy mél Zenu a meli se
prepravit pres reku. Muzi byli velmi Zarlivi. Kdyz prisli
k vode, nalezli jen malou lod’ku, v ni7 se nemohli
prepravit vic nei dva 7 nich soucasne. Jak se
prepravili pres vodu, aniz by jedina Zena byla poskvr-
néna.

— Pacioli pripomina, Ze obyvatelé Benatek a mésteCka
Chioggia tento problém znaji z kazdodenni praxe

— ulohu ma v obdobné varianté i Alcuin (zde je daleko

realnéjsi situace)



Benatky

Chioggia




K ¢emu mi to bude?

hricka (zabava)

rozvoj logického (strategického) mysleni
algoritmizace uloh

optimalizace reSeni

Americka armada pry pouziva ulohu .,0 dZi-
pu‘ Kk testovani schopnosti strategického mys-
leni a planovani operaci



Dékuji za pozornost.



